
浙 江 林 学 院 学 报 ����， �����
� �������

����������几����，� �����君�万 ������。

有限域�����上
�
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摘 要 设 � 为一素数
，
武 》 ��为一正整数

。

从有限域 �����构造新的有限域召尸

��
�

�时
，
关健的一 步在于选取一个�����上的�次不可约 多项式作 为模 多项式甲���

。

利用多项 式的移位相 除法给 出 了可用以 自动选取 中��� 的一种顺序检测算法
。
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中圈分类号 �����
一

�

众所周知
，
对任意一个素数 � ，

模 �剩余类集 �����二 �。
，
�

，
�

， … ，
尸���立�一 ��关于模

�加法和乘法构成一个 �元有限域
。

从 �����出发
，
对任意一个不小于 �的正整数

，，
又都

可以构造出一个 �会�’ 元的有限域 �����
。

它的构造步骤如下�‘礼

��� 选取一个 �贸���上的 ， 次不可约多项式 甲���
。

�幻 选取一个非 �����中的元素 �
，
令 �为叭��的一个根

。

���记 �����的元素形如
�

�。
尹 � �一�汀

一 玉� … � �� � �口� �扮 ���

式中
�
�全

， 一 �， �。 〔 �����， ‘ 二 �，�，
�

， … ，
�

。

这就是说
，
�����中的元素是�����上关于

�的不超过�次的多项式
。

��� 定义 �尸���上的加法和乘法分别为
� �����上多项式的模 叭��加法和乘法

。

��� 把 �����中的元素�多项式�按系数的自然顺序及关于 口的升幂来排列后
，
依次标记

以代号 。 ，
�

， � ， … ，
�一 �

，
得 ������ ��

，�，�，… ，
�一 ��

。

有限域理论在诸如正交试验设计
、

通讯信号编码
、

多值逻辑设计 等 领 域 中都 十分 有

用��一 弓�
。

为使模 叭��的运算能付诸计算机实施
，
上述 �����构造过程中的第��� 步是关键所

在
。
在本文中

，
我们利用多项式的移位相除法给出了可用以自动选取模多项式 甲��� 的一种顺

序检测算法
。

其基本思想是
�
在�����上所有可能的

�次多项式中
，
按字典序顺序地逐一判

定其不可约性
，
直到获得一个不可约多项式为止

，
将其取为模多项式叭��

。

� 多项式的移位相除法

在实际选取模多项式的过程中
，
求多项式相除的余式是一项极大量的工作

。

对此
，
我们

设计了一个较快速而简单的移位相除算法
。

其特点是
�
由多项式系数的移位来实现多项式的
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相除
。

设被除式为

����� ���
‘
� ���

，一 �� … � �一 ��� 。 �

��‘ �镇���
，

除式为

口����� 石
。
�

‘ �西
��，一 ’ � … �办一

����
�

且分别用数组〔�。 ， ��， ��， … ， ��

�和�石
。 ，
��

，
�
�， … ，

西
�〕表示之 ，

则移位相除的算法 可 描

述如下
�

���如果 ���
，
则结束， 否则执行���

。

����。
��

。
冷����

。

���让 �从 �到 ￡做���循环��
。

不足时用 �补足�
，
否则执行���

。

��� � ‘ 一 西
�

� ����今� ‘ 一 ，。

�����

置零
， �一 �今�，

返回���
。

上述���循环执行一遍
，
表示被除式移位一次

，
即实行了一次相除

。
���中出现的 ，��，

表示不能再除
，
此时数组 〔�。 ， �，， ��， … ， ��〕所代表的多项式即为余式

。

移位相除算法中���和���两步使用了 �尸���上的除法和减法
。

它们可以通过搜索�����

的整数模 �乘法表和加法表来进行
�

设整数模 �的乘法表和加法表分别用两个二维数组

������一 ��� � ���� � �〕 ， ���一 ��� � �〕〔� � �〕 ���

丧示之
，
则为计算 ���和

� 一 石
，
只需搜索相应运算表的第 �行�� 二 。 ， �， �

， … ，
��即可

。

当

���一�〔�〕 〔�〕 �� �
时

， ���二 �
，
当 ���一�〔�〕〔�〕 二 � 时

， � 一 今二 声
。

� �����上多项式的不可约性判定

设 ����是 �����上的任一
，�� ��次多项式

，
为了判定 ����在 �����上的不可约性

，
可

设其首系数为 �，
即

����� �
� � �，�一 ’ � … ��

，一 ����
。

���

式中
， �

� 〔 �����，
云二 �

，�
， … ， 。 。

由于次数不小于 �的不可约多项式的零次项必不为零
，
故

�尸���上共有 ��� � ��一
‘
个可供选择的候选模多项式

。

我们把它们的系数按字典 序 排成一

个矩阵

� �

� �

� ��

在选取模多项式时只需逐行扫描矩阵 �
，，
并 判 定对应多

��︸�
，上‘�人����产��

…
���、

︿一一�

其中各行首列元素均为 �
。

这样

项式的不可约性即可
。

根据多项式的因式分解定理可知�“�� 对�尸���上任意一个形如���的多项式
，
必存在一个

正整数 �
，
使得 ����可唯一地表示为

����� �
，‘ �
����

�‘三�口�…�。 ‘���� ���

式中
，
���的是 �����上首系数为 �的次数为 。 ，的不可约多项式

，
�，和 两 均为 正整数

，
�二
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有限域�尸�力�
�

牡。 次模多项式的自动选取

�，�
， … ，

�
，
而且有

�，月�� �
���� … � �。 ” 。 � 九 ���

由此可得到下面的关于多项式不可约性的判定定理
。

定理 设 ����为 �����上首系数为 �的 袱 � ��次多项式
，
如果 ����不能被 �����上任

何首系数为 �次数不超过 〔。��〕的不可约多项式整除
，
则 ����在 �����上是不可约的

。

证明 假若 ����在 �����上可约
，
则有���式成立

，
且其中的 �必不小于 �

。

由�� �及

���式知
，
一定存在某个正整数

。 ，。
簇 〔���〕����。 �无�

。

这样
， ��夕�将被 ‘ 尸���上的一个 ，，。

次首系数为 �的不可约多项式 �，。���整除
。

此与已知条件相矛盾
，
故知 ����在 �����上不可

约
。

定理证毕
。

由上述判定定理可知
，
为判定 ����的不可约性

，
只需顺序地俭测 盯�� 能否被首系数为

�的次数不超过 〔，��〕的不可约多项式整除即可
。

为此
，
我们把 ����� 上首系数为 �的次数

不超过〔。�幻的所有多项式分次数将其系数按字典序排成 〔可�〕个矩阵

�� �� �

� �
��全 ��全

��
��尸 ， ��

、 ，

”��
’ �

”
� ’

�
�� � �

尸 、 �

�
︸��﹄，�占‘�上�己�

�

��
����夕

� �

��

� �

� �

� 尸 ��尸 � ���
’���一 �

二
��

。 ���� ��

这里
，
相应多项式的总个数为

�
一，��

习 ��� � ��“
一 ’ 二 ��� ��‘

一���一 �
白一 �

���

我们只需在这些多项式中挑选出所有不可约的作为判定不可约性时用以做除式的 多 项 式 即

可
。

这项挑选工作可以按下述方式递推完成
。

设 �为一正整数
，
记 �� ‘�二�矩阵 �。

中各行相应的待判定不可约性 的 多 项 式 全 体�
，

���
“�全���

‘�中的不可约多项式全体�
，
� 《��立�在判定 ��

‘�中多项式的不可约性时用作除式的

不可约多项式全体�
。

这里
，
��

“�和 ���
‘�中的多项式的次数均为 �

，
而��

‘�中的多项式的次

数不会超过 〔���〕
。

我们可以下列步骤来获得各 刀‘“ 》集
�

��� 因任何 �次多项式都是不可约的
，
故有

��
‘�� 。 ，

�丑�，�� ��‘� �必为空集� ���

���对于 �� �
，
�，… ， 〔，���，

有递推式

��“
一 ‘������

‘�� �为偶数

��卜 ，� �为奇数
���

产

��
一一

�

�

�

��� 据判定定理知
，
�� “�中的一个多项式是不可约的当且仅当它不能被 ��‘�中的任何多

项式整除
。

由此可得到 ���
‘�， �二 �

，
�， … ， 〔���〕

。

���令
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����要���
’ �����

“ �日… 日����
��名�，

则 � 《” �即为在判定
�
次多项式 ����的不可约性时用以做除式�

约多项式全体的集合
，

我们称之为除式集
。

���

沟所有次数不超过 〔��幻的不可

� 自动选取模多项式的顺序检测算法

在获得了矩阵 �
�

和除式集 � ‘ “ ，

后
，
我们就可以通过顺序地检测 刀

�

中各 行 所对应的多

项式的不可约性来自动选取模多项式丁
。

实现这种顺序检测方法的算法
，
我们称之为顺序检

测算法
。

现将它分为 �个阶段描述如下
。

�
�

� 矩阵 刀
。 ，
刀，，

刀�， … ，
��

，���的生成

为了获得矩阵 �
。 ，
我们先生成一个�� � ��

’ � �二 � ��阶的矩阵

�� �

其中比 �
。

中仅多了�� � ��
， 一 ‘

乘法
“ � ”

的如下两条规定
『“ ��

尸 尸�

��八�
。

��
﹃��
�

护

��
����

�
�
一�

个最后一列元素为零的行
。

只要注意到�语言中对除法
“
�
”
和

��
“
�

”
在其两个操作数均为整数时将进行整除运算《即舍去商的

尾数而取整数部分 ，��
“ � ”

和
“
�

”
两者盯时在一个表达式中出现时将按先左后右进行运算

，
矩

阵 �
�

的元素 。 ‘ ，
����毛�

” 一 �
，
�簇声簇��便可利用下列函数关系式来得到

�
� ‘ � � �

� �， � ��一 ���
， 一 ’ � ‘ � �

” 一 ，十 ’
���一 ’

����

然后将矩阵 �
�

中所有的最后一列元素为零的行全部删去即得到矩阵 �
� 。

用类似的方法可以获得矩阵 �，，
��， … ，

��
，

���
。

�
。
� 除式集 �间 的产生

由于从 ���
��到 ��� 〔’ ‘ �

���为
一

各个集合中元索的个数都是事先未知的
，
所以我们需 要建立

一个链表组 ���〔�〕 ，
���〔�〕 ， … ，

����〔，����分别来存放 ���’�
，
�����

， … ，
����

，����，

还需要建立两个链表 ���和 ���用于分别存放 ��
’ �和 ��“�。 于是根据递推式��� 和���式

即可按下列步骤获得除式集 ���
。

��� 将 ���和 ���均初始化为空表
。

��� 将矩阵 ��

的各行填入表 �����〕中
。

���让 �从 �开始到〔���〕做�������循环 ，
否则转到���

。

���将 ���〔�一 �〕连接到 ���的链尾
。

��� 若 �为偶数
，
则将 ���〔���〕连接到 ���的链尾

。

��� 以 ���为除式集
，
从矩阵 ��中顺序地挑选出相应多项式是不可约的行填入表 ���

〔 �〕中�其算法见下述�
�

�小节�
。

���将最后建立的 ���〔�〕�即 ���〔����〕〕连接到 ���的链尾�
。

��� 。 次摸多项式的选取

以 ���为除式集
，
在矩阵 �

。

中选择第 �个其相应多项式是不可约的 �即可作为模多项
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有限域�尸���上
。 次模多项式的自动选取 ���

式的�行的工作
，
可由如下描述的算法完成

。

让 �从 �到���十 ��’ 一 ‘ 一 �重复下列步骤
�

��� 将 �
，

中的第 �行元素取到一维数组 �中
。

��� 链表跟踪指针 �����从 ���的链头开始到链尾做�� � ���� � �循环
，
否 则转到

���
。

�� � �将 �����所指向的多项式系数取到一维数组 �中
。

�� ��按多项式的移位相除法
，
用 �去除 � ，

得余式的系数存放于一维数组
了
中

。

�� � �若 �士��这里 。 表示其元素全为零的一维数组�
，
则 ����� 下 移 一 个位置

，
返回

�� � �， 否则 �增加 �，
返回���

。

��� 将 �中的元素复制到一维数组 �中
，
算法终止

。

此时
， �中存放着所求的�����上

的一个 ，次模多项式的系数
。
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