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条件概率矩阵和信道理论及 Markov链
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摘要:给出离散型随机变量的概率分布律所成的单位空间的定义 , 将条件概率矩阵看作单位

空间之间的映射 , 研究其中一些性质。并应用于信息论 , 得出信道容量的几何意义 , 特别给

出信道容量的一种较好算法。应用于Markov链 , 得到状态有限的转移概率矩阵必有不动点 。
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1　单位空间

定义　设由 n 个实数构成的向量空间 Ψn ={(ω1 , ω2 , … , ωn)}满足:

①ωi ≥0 , i =1 ,2 , … , n;　②∑
n

i =1
ωi =1。

则称 Ψn 为 n维的单位空间。此处 n 可为自然数或无穷大 。实际上 n 维的单位空间就是取n个值的离散

型随机变量的概率分布律全体所成空间 。

在 Ψn 中定义距离

d(u , v)=∑
n

i=1
|ui -vi|;u =(u1 , u2 , …, un)∈ Ψn , v =(v1 , v2 , …, vn)∈ Ψn 。

显然 Ψn 按距离d(u , v)为一完备的度量空间。为讨论方便 ,若 n <m 时 ,将 Ψn 当作 Ψm 的子空间 。

在 Ψn 中定义加法:设 u =(u1 , u2 , …, un)∈ Ψn , v =(v1 , v2 , …, vn)∈ Ψn ,非负数 a ,b , a +b =

1 , au +bv =
Def

(au1 +bv1 , au2 +bv2 , …, aun +bvn)∈ Ψn 。对于 Ψn 中向量组p1 , p2 , …, ps , p ,如果存在一

组非负数 k1 , k2 , … , ks ,∑
s

i=1
ki =1 ,使得 p =∑

s

i=1
kipi ,称向量 p为向量组p1 ,p2 , …, ps 单位线性表出或单

位线性组合。若 q1 , q2 , …, qt(∈ Ψn)中任一向量都可经向量组 p1 ,p2 , … ,ps 单位线性表出 ,则称前者可

经后者单位线性表出。显然单位线性表出具有传递性 ,但不具对称性。如向量组 p1 , p2 , … ,ps 中有一向

量可经其他向量单位线性表出 ,则称此向量组单位线性相关;如果其中任一向量都不能经其他向量单位

线性表出 ,则称为单位线性无关组 。

单位线性相关线性无关与一般向量空间的向量组的线性相关线性无关的关系如下:单位线性相关

必线性相关 , 反之不然;线性无关必单位线性无关 , 反之不然 。



一向量组的部分组称为一个极大单位线性无关组 , 如果这部分向量组单位线性无关 , 则向量组中

其他向量都可以这部分组单位线性表出 。关于极大单位线性无关组的求法:先取若干单位线性无关向

量 , 再在剩余的向量中任取一个 , 若能由前面几个单位线性表出 , 则将其去除 , 不然加入前面的向量

组 , 如此重复下去即可得 。

设 G = ∑
s

i=1
kipi ki ≥0;i =1 ,2 , …, s; ∑

s

i=1
ki =1;p1 , p2 , … ,ps ∈ Ψn ∈ Ψn 。

G就是由向量组p1 ,p2 , …, ps 的所有单位线性组合全体所成的空间 ,称之为由 p1 , p2 , … , ps生成的空间。

定理 1　设向量组 q1 , q2 , … , qt经向量组p1 , p2 , …, ps单位线性表出 ,则由向量组 q1 , q2 , …, qt生成

的空间包含于由向量组 p1 , p2 , … ,ps 生成的空间 。从而知任一向量组生成的空间完全等同于其极大单

位线性无关组所生成的空间。

2　条件概率矩阵

定义　称 P =(pij)r×s 为条件概率矩阵 ,如果:

(1)pij ≥0 , i =1 ,2 , … , r;j =1 ,2 , …, s;(2)∑
s

j=1
pij =1 , i =1 ,2 , …, r 。

其中 r和 s为自然数或无穷大。

如果将条件概率矩阵的每一行看成 s维单位空间Ψs中的一个向量 ,那么 r ×s的条件概率矩阵可认

为是由 Ψs 中的r个向量组成的 ,而向量组的生成空间亦称为(相应的)条件概率矩阵的生成空间。显然 ,

按普通矩阵的乘法 ,两个条件概率矩阵的乘积(如果可乘的话),仍是条件概率矩阵。

定理 2　向量组的极大单位线性无关组是唯一的 。从而定义该极大单位线性无关组的个数为向量

组的单位秩。条件概率矩阵 P 的单位秩定义为其行向量组的单位秩 ,记为 τ(P)。

证明　设 Ψs 向量组p1 , p2 , … , pr有 2个极大单位线性无关组 q1 , q2 , …, qn 和q
＊
1 , q

＊
2 , …, q

＊
m ;由这

2个极大单位线性无关组向量为行向量分别组成 n ×s 、m ×s条件概率矩阵Q和Q
＊ ,则 Q与Q

＊中的

行向量分别可经 Q
＊
与Q的行向量单位线性表出 ,而表出的系数可分别作为 Ψm与Ψn中的向量。即存在

n ×m 与m ×n的条件概率矩阵M 与N ,使得 Q =M ×Q
＊ , Q＊ =N ×Q;因此有 Q =M ×N ×Q。

由 Q 是行单位线性无关知 ,M ×N 必为单位矩阵 。再由 M与N 的元素的非负性及每行元素之和为

1知 ,必 m =n且M 与N的元素只有 0和 1。故向量组的极大单位线性无关组是唯一的 。

定理 3　设有 r ×n 与n ×s的条件概率矩阵L 与Q , L ×Q =P ,则:

①P 的行向量可经Q 行向量单位线性表出;②P 的生成空间包含于Q 的生成空间 。反之 ,若 P 的生

成空间包含于 Q的生成空间 ,即 P 的行向量可经Q的行向量单位线性表出 ,则必存在条件概率矩阵 L ,

使得 P =L ×Q 。

证明　略。

定理 4　设 P为 r×s的条件概率矩阵 , τ与κ分别表示P的单位秩与在通常意义下的矩阵秩 ,则两

者关系如下:

①当 κ=1 ,2时 , κ=τ;②当 κ≥3时 , κ≤τ。

证明　①当 κ=1时 ,因 P 是条件概率矩阵 ,故 P 所有行必相同 ,即 τ=1。

当 κ=2时 , P 的所有行向量对应的点位于一直线上 ,只要行数 r有限 ,必有两个最外侧的点 ,其他

点(内部点)对应的向量可经这两端点对应的向量单位线性表出 ,即 τ=2。

②当 κ≥3时 ,只要考虑 κ顶点的多面体内部可放置任意多个顶点的多面体 ,就可知 τ≥κ≥3。

定理 5　设单位空间 Ψr 到单位空间Ψs 的映射ρ:

 x ∈ Ψr , ρ°x = x ×P ∈ Ψs , P = Pij r×s ,

则 　 x , y ∈ Ψr , x = x1 , x2 , …, xr , y = y1 , y 2 , …, yr , ρ°x = x ×P , ρ°y = y ×P ,

成立不等式:

d(ρ°x , ρ°y)≤ 1-inf
ij

pij d x , y 。
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证明　 d ρ°x , ρ°y =d x ×P , y ×P =∑
j
∑
i

xi -y i p ij

=∑
j
∑
i
1

xi
1
-yi

1 pi
1
j -∑

i
2

xi
2
-yi

2 p i
2
j

=∑
j
1

∑
i
1

xi
1
-yi

1
pi

1
j
1
-∑

i
2

xi
2
-y i

2
pi

2
j
1
+

∑
j
2

∑
i
2

xi
2
-yi

2
pi

2
j
2
-∑

i
1

(xi
1
-yi

1
pi

1
j
2

=∑
i
1

xi
1
-yi

1 ∑
j
1

p i
1
j
1
-∑

j
2

pi
1
j
2
+

∑
i
2

xi
2
-yi

2 ∑
j
2

p i
2
j
2
-∑

j
1

pi
2
j
1

≤∑
i
1

xi
1
-yi

1 ∑
j
1

pi
1
j
1
+∑

i
2

xi
2
-yi

2 ∑
j
2

p i
2
j
2

≤∑
i
1

xi
1
-yi

1
　　1-inf

ij
pij +

∑
i
2

xi
2
-yi

2
　
　1-inf

ij
pij

= 　　1 -infij p ij d x , y 。

其中 i 1 , i2 , j1 , j2 分别使得:(xi
1
-yi

1
)≥0 ,(xi

2
-yi

2
)<0 ,和

∑
i1

xi
1
-y i

1)pi1 j1 ≥∑
i
2

xi
2
-yi

2 p i
2
j
2
, ∑

i
1

xi
1
-yi

1 pi
1
j
2
<∑

i
2

xi
2
-yi

2 pi
2
j
2
。

定理 5中等号成立的充要条件是: i 1 , i2 ,∑
j
2

pi
1
j
2
=0 , ∑

j
1

pi
2
j
1
=0 ,即  i 1 , i 2 , j1 , j2

pi
1
j
2
=0 , pi

2
j
1
=0;或  i 1 , i2 , j1 , j2 , pi

1
j
2
=pi

2
j
1
=inf

i , j
pij 。

由定理5知条件概率矩阵可对应于单位空间之间的映射 , 除一部分点之间是等距映射外 , 其他点

之间是压缩映射 , 因此亦是连续映射。

3　信道理论

在信道理论中条件概率矩阵常称为信道矩阵 , 一般记作:

P(Y |X)=[ p(bj/ a i)] r×s

信源(输入)空间[ X ;P] :
X a1 a2 … ar

P(X) p(a1) p(a2) … p(ar),

信缩(输出)空间[ Y ;P] :
Y b1 b2 … bs

P(Y) p(b1) p(b2) … p(bs)。

其中∑
r

i=1
p(ai)=1 ,∑

s

j=1
p(bj)=1 ,p(a i)≥0 , p(bj)≥0 , i =1 ,2 , … , r , j =1 ,2 , … , s 。输入概率 P(X)

取值于整个 r 维单位空间 ,因 P(Y)=P(X)P(Y/X),故输出概率 P(Y)依赖于信道矩阵 ,取值于 s维

单位空间的某子空间 。输入与输出的平均交互信息量(信息传输率)定义为

I(X , Y)=∑
r

i=1
∑
s

j=1
p(a i)p(bj/ ai)log

p(bi/ a i)
p(bj)

,

其中log常以2或 e为底当信道矩阵给定后 , I(X ,Y)是输入概率的凸函数[ 1] ,故有极大值 。此最大信息传

输率就定义为信道容量:C =max
P(X)
{I(X ,Y)}。

定理 6　设 P ,L 与Q 分别是 r ×s , r ×n与n ×s 的信道矩阵 ,且 P =L ×Q ,则:

①信道矩阵 P 对应的输出空间GP  信道矩阵 Q 对应的输出空间GQ;②P 的信道容量CP ≤Q的

信道容量 CQ 。

证明　①因 P(Y)=P(X)P(Y/ X),故输出概率就是信道矩阵的行向量的单位线性组合 ,输出空
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间就是由信道矩阵的极大单位线性无关组为顶点所成的整个多面体。由定理 3得 GP  GQ 。②设 P =

[ p(bj/ ai)] r×s ,L = [ (p(ck/a i)] r×n , Q = [ P(bj/ ck)] n×s , 输入概率:P(X)= [ p(a1), p(a2), …,

p(ar)] ,经过信道 L输出P(Z)=[ p(c1),p(c2), … , p(an)] ,再经过信道 Q输出:P(Y)=P(Z)×Q =

P(X)×L ×Q =[ p(b1),p(b2), …, p(bs)] 。分别考虑 X 与Y , Z 与Y 的平均交互信息量:

I(X , Y)=∑
r

i=1
∑
s

j=1
p(ai)p(bj/ ai)log

p(bj/ ai)
p(bj)

　　　　

　 =∑
r

i=1
∑
n

k=1
∑
s

j=1
p(a i)p(ck/ ai)p(bj/ ck)log

p(bj/a i)
p(bj)

,

I(Z , Y)=∑
n

k=1
∑
s

j=1
p(ck)p(bj/ck)log

p(bj/Ck)
p(bj)

　 =∑
r

i=1
∑
n

k=1
∑
s

j=1
p(a i)p(ck/ ai)p(bj/ ck)log

p(bj/ck)
p(bj)

,

　　　　　　I(X ,Y)-I(Z ,Y)=∑
r

i=1
∑
n

k=1
∑
s

j=1
p(ai)p(ck/a i)p(bj/ck)log

p(bj/ a i)
p(bj/ ck)

≤log∑
r

i=1
∑
n

k=1
∑
s

j=1
p(a i)p(ck/ ai)p(bj/ck)

p(bj/ a i)
p(bj/ ck)

=log1 =0

即 I(X , Y)≤ I(Z ,Y)(此处用到 log的凸性)。故信道容量 CP ≤CQ 。

①与 ②等号成立的充要条件均为 P 与Q 有相同的极大单位线性无关组。

推论　设 r ×s的信道矩阵P 的单位秩为τ,则其信道容量:

0 ≤CP ≤min{τ, s}。

定理 7　设信道矩阵 P(Y/X)中没有 1 , ε=inf
i , j
{p(bj/ ai)≠0},则 ,信道的噪声熵:

H(Y/X)≥-[ εlog ε+(1 -ε)log(1-ε)] ,

信道容量:

C ≤H(Y)+[ εlog ε+(1 -ε)log(1-ε)] 。

引理　设 n个正数 k 1 , k 2 , …, kn ,∑
n

i=1
ki =1 ,必有:

∑
n

i=1
ki log ki ≤k 1log k1 + ∑

n

i=2
ki log∑

n

i=2
ki 。

证明　∑
n

i=1
ki log k i = k1log k 1 +∑

n

i=2
ki log k i ≤ k1log k 1 +∑

n

i=2
ki log∑

n

j=2
kj

=k log k + ∑
n

i=2
ki log∑

n

i=2
ki 。

定理 7证明　H(Y/X)=-∑
r

i=1
∑
s

j=1
p(a i)p(bj/a i)log p(bj/ ai)

=-∑
r

i=1
p(a i)∑

s

j=1
p(bj/ ai)log p(bj/a i)

≥-∑
r

i=1
p(a i)[ pi log pi +(1-pi)log(1-pi)]

≥-∑
r

i=1
p(a i)[ εlog ε+(1-ε)log(1-ε)]

=-[ εlog ε+(1-ε)log(1 -ε)] 。

其中 p i =inf
j
{p(bj/ ai)≠0}, i =1 ,2 , … , r ,并利用[ εlog ε+(1-ε)log(1-ε)] 在[ 0 ,0.5] 上单调增加

的性质。

当ε=0.01 , 0.1 , 0.2时 , 相应的噪声熵下界分别为 log 0.945 5 , log 0.722 5 , log 0.606 2 , 因此当
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ε≥0.1时 , 噪声熵将明显影响信道容量 , 信道矩阵列数不大于其行数时尤其显著 。综上所述 , 从某种

意义上讲信道容量大小反映输出空间大小。只有在疑义度 H(X/Y)=0时 , 即信道容量 C =log r(r

为信道矩阵的行数)时 , 输出空间可认为与输入空间一样大小 。否则输出空间将变小 , 换言之从输入

到输出 , 部分信息可能要被丢失。

4　信道容量的计算

为求信道容量 ,作辅助函数:F = I(X , Y)-λ∑
r

i=1
p(ai),其中 λ为待定常数。辅助函数 F 关于

p(a i)(i =1 ,2 , …, r),取偏导数并使其为零
[ 2]
,运算整理最后得矩阵方程:

log[ e1-λP(Y)] =

1-λ+log p(b1)



1 -λ+log p(bs)

, -h(Y/X)=

∑
s

j=1
p(bj/ ai)log(bj/ a1)



∑
s

j=1
p(bj/ ar)log(bj/ ar)

,

P(Y/X)log[ e1-λPT(Y)] =-h(Y/X)。

定理 8　对信道矩阵的某行两元素作微小变动 , 信道容量亦至多微小变化。

证明　不失一般性 ,对信道矩阵 P(Y/ X)的第 1行的第 1 ,2两元素作微小变动 ,得:

P′(Y/X)=[ p′(bj/ ai)] ,p′(b1/ a1)=p(b1/ a1)+ε, p′(b2/a1)=p(b2/ a1)-ε>0

其他元素都相同 。则

　　　I′(X ,Y)-I(X ,Y)=∑
r

i=1
∑
s

j=1
p(a i)p′(bj/ ai)log

p′(bj/ a i)
p′(bj)

-

∑
r

i=1
∑
s

j=1
p(a i)p(bj/a i)log

p(bj/ a i)
p(bj)

=∑
2

j=1
p(a i)p′(bj/ ai)log

p′(bj/ a1)
p′(bj)

-∑
2

j=1
p(a1)p(bj/ a1)log

p(bj/ a1)
p(bj)

+

∑
r

i=2
∑
2

j=1
p(a i)p(bj/ ai) log

p(bj/ a i)
p′(bj)

-log
p(bj/a i)
p(bj)

=∑
2

j=1
p(a1)p(bj/a1)log

p′(bj/ a1)p(bj)
p(bj/a1)p′(bj)

+εp(a1)log
p′(b1/ a1)p(b1)
p(b1/ a1)p′(b1)

-

εp(a1)log
p′(b2/ a1)p(b2)
p(b2/a1)p′(b2)

-∑
r

i=2
∑
2

j=1
p(ai)p(bj/ ai)log

p′(bj)
p(bj)

=∑
2

j=1
p(a1)p′(bj/ a1) log

p′(bj/ a1)
p(bj/ a1)

-log
p′(bj)
p(bj)

+O(ε)

=O(ε)。

如果说某个p(bj)=∑
r

i=1
p(a i)p(bj/ a i)=0 ,则所有的 p(a i)p(bj/ ai)=0 , i =1 ,2 , …, r ,上述式子有意

义。

利用定理 8和前面的结论及 (a)式易推出对一般信道容量的计算:

①当信道矩阵 P是列线性无关时 , 对 (a)式两边作初等变换 , 将 P变为前s行组成单位矩阵 ,而

后 r -s行全为零。如此就能由 (a)式解得唯一的λ值 , 与相应的输出概率 P(Y)。

②当信道矩阵 P列线性相关时 ,若行数 r小于列数s ,则在 P 中加上r-s行可经前r行单位线性表

出的向量。由定理 6知这样做信道容量及相应的输出概率不变 。若 r ≥ s ,则不变动 。然后对新的信道矩

阵的若干行作微调:将某些行的某 2个元素分别 +ε与 -ε(其中不同行所选取的二元素的列数一般不

同),使信道矩阵的列为线性无关 。再重复 ①过程 ,可解得λ值与相应的输出概率 。由于信道容量 C必存
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在且唯一 ,相应的输出概率亦唯一[ 1] ;如果让任意小正数ε趋于零 ,就能得到 λ的精确解与相应的输出

概率。最后 , 信道容量 C =λ+log e ,再由 P(Y)=P(X)P(Y/X)求出相应的输入概率 P(X),当然

P(X)解可不唯一。如果是用计算机计算 ,只要将 ε取得足够小 ,就可得较理想近似解。

不难看出 , 上述计算信道容量的算法明显优于 [ 1] , [ 2] 中所给迭代算法。

5　Markov链

至于Markov链的转移概率矩阵 , 自然可看作相同维数的单位空间之间的连续映射所对应的矩阵。

我们利用定理 5来说明这样一个事实 。

定理 9　设有限 r 阶的转移概率矩阵P =(pij)r×r ,则存在一 q(x)∈ Ψr ,使得 q(x)P =q(x)。

证明　当 δ=inf
i , j
{pij}>0时 ,则 P 对应于一严格的压缩映射ρ,必有唯一一个不动点 q(x),使

ρ(q(x))=q(x)P =q(x)。

当 δ=0时 ,将 P 中所有零元素换成任意小的正数ε,再将所在行中某个非零元素同时相应减去同

样多的ε,得新的转移概率矩阵 P(ε)。那么必有唯一一个不动点 q(ε),使得 q(ε)P(ε)=q(ε)。设一列

εn↑0 , P(εn)
n ※ ∞

P , q(εn)P(εn)=q(εn)。因为 r维单位空间是有界的完备的度量空间 ,故不动点

集{q(εn)}有界 。则有收敛的子向量序列:{q(εn
k
)}↑q(x)∈ Ψr ,使 q(εn

k
)P(εn

k
)=q(εn

k
);两边取极限

即可 。

一般的Markov 链理论[ 3]多从到达状态的时间来进行研究 , 本文从映射角度作一尝试。
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Abstract:Regarding all dispersed stochastic variables distribution as “ unit space” and treating conditioned

probability matrixes as a mapping between unit spaces , the author applies these to information theory and obtains a

better algorithm of channel capacity , and proves that there must be a steady point if the state of transition

probability matrix in Marcov Chains is limited.
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