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摘要:以抛物线型密度效应模型为前提 , 针对人工用材林生长系统的特点 , 用最优控制方法

建模 , 以动态规划方法求解 , 导出最优密度控制模型 。模型具有幂次数可变 、 适应性较强 、

疏伐间隔期可变和实际应用较方便等特点。模型在贵州马尾松人工用材林中的应用结果表

明 , 模型计算结果符合人工用材林生长规律 , 并与实地试验吻合。表 2参 11
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森林密度控制问题的研究已有 200多年的历史 , 目前广泛应用优化方法来解决 。在常用的优化方

法中 , 动态规划方法由于其理论上的优越性而被广泛应用 , 其中影响比较大的是用离散阶段连续状态

的动态规划建立的同龄林最优林分密度模型[ 1] 。之后 , 国内学者进行了同样研究[ 2 , 3] , 推动了该模型

在国内的发展。但国内外学者用动态规划方法研究的森林经营密度模型有个共同的缺点 , 就是疏伐间

隔期固定 , 生产上应用不便。对于这个问题 , 笔者曾在文献 [ 4] 中进行了探讨。模型发表后 , 很快

得到教学 、科研和生产单位的应用[ 5～ 8] 。应用者认为 , 该模型实用性强 , 使用简单。本文在文献 [ 4]

的基础上 , 结合近年的研究应用情况 , 对该模型作进一步的研究。

1　模型假设

日本学者在 60年代提出密度效应法则 , 并创立了林分密度管理图[ 9] 。本文设人工用材林单位面

积蓄积量与单位面积立木株数 (密度)的关系服从密度效应法则 , 并用数学表达式表示为为:

M =AN +BN
c
。 (1)

相应的平均单株材积密度效应式为:

V =A +BN
c-1 。 (2)

式中:M为单位面积蓄积 (m3·hm-2);V为平均单株材积 (m3);A ,B 为模型参数 , A >0 ,B <0 , 与林

分年龄和立地有关;c 为幂常数 。以林分优势木平均高作为林分年龄和立地的综合变量 , 用一般函数

形式表达模型参数 , A ,B 与优势木平均高H 的关系:

A =A(H), (3)

B =B(H)。 (4)

它们的具体形式用具体的人工林资料确定。



2　模型建立

人工用材林密度控制的目的是为使林木有一个适宜的生长空间 , 充分发挥生产潜力 , 实现速生丰

产优质 。因此 , 人工用材林的密度控制问题是一个最优控制问题 , 可用最优控制的理论和方法来解

决。当把最优控制的概念用于人工用材林最优密度控制时 , 实质上就是寻找一种密度控制规律 , 使人

工用材林生长系统在其作用下 , 从某一初始状态转移到某个要求的终端状态 , 并保证木材产量最大。

根据最优控制的理论和方法 , 要为人工用材林生长系统建立一个最优密度控制模型 , 就要针对人工用

材林生长系统的特点 , 对控制变量 、状态变量 、 状态方程 、边界条件和性能指标函数等作出规定 。

2.1　控制变量和状态变量

在人工用材林生长系统的运行中 , 林业上采取的密度控制手段是疏伐 。疏伐量的大小直接使林分

密度发生改变。疏伐量可用疏伐木的株数 、 断面积和材积等表示。为简单实用 , 这里用疏伐木株数表

示疏伐量 。根据林木生长理论 , 疏伐后的保留木生长直接受保留木密度影响 , 又因为控制疏伐量等价

于控制保留量 , 故本文以保留木株数作为控制变量 , 用 u表示。

根据最优控制问题中各因素之间的关系 , 在人工用材林密度控制问题中 , 用于描述林分生长系统

的状态变量应满足:①与人工用材林密度紧密相关;②能用于描述林分生长变化;③与木材收获量密

切联系。根据林学理论 , 在描述林木数量特征的主要变量中 , 胸径 、株数 、断面积和蓄积等都能很好

地满足以上几个条件 。因此 , 它们都可以用作最优密度控制问题中的状态变量 。由于蓄积是胸径 (或

断面积)和树高的综合函数 , 为便于控制变量与状态变量直接联系 , 本文以人工用材林株数和蓄积构

成二维状态变量 , 以(N ,M)表示。

2.2　状态方程和边界条件

由于人工用材林疏伐是在多个时刻点上进行 , 密度控制是一个多步决策过程。设共有 m 次决策 ,

其中前 m -1次为疏伐决策 , 第 m 次为主伐决策 , 相应的状态转移方程为:

　　　　　　　　　Ni+l =Ni -n i =u i; (5)

　　　　　　　　　Mi+l =Mi -Vi +ΔMi , i+l(i =1 ,2 , ..., m)。 (6)

式中:Ni ,Mi为第 i次采伐前的株数 (株·hm-2)和蓄积 (m3·hm-2);ni , Vi 为第 i 次采伐株数 (株·

hm
-2
)和材积 (m

3
·hm

-2
);ΔMi , i+l为第 i次至第 i +1次采伐之间的蓄积净增量。

边界条件 , 即人工用材林生长系统在密度控制规律作用下运行的初始状态和终端状态 。初始状

态 , 即首次疏伐前的立木株数和蓄积:

　　　　　　　　　　　　　　(N1 ,M1)=(N0 ,M0)。 (7)

终端状态 , 即主伐后的立木株数和蓄积:

　　　　　　　　　　　　　　(Nm+1 ,Mm+1)=(0 ,0)。 (8)

2.3　性能指标函数

人工用材林的每次采伐 (疏伐或主伐)都产生一定的木材收获量 , 这里以 m 次采伐的木材总获

量作密度最优控制的性能指标函数:

Jm =∑
m

i=1

Vi 。 (9)

人工用材林的最优密度控制 , 就是寻找控制序列 u
＊
1 , u

＊
2 , ..., u

＊
m 使人工用材林生系系统的其作

用下 , 从初始状态运行到终端状态 , 使性能指标取得最大值:

J
＊
m = max

　

u
1
, u

2
, ..., u

m
∑
m

i=1

Vi 。 (10)

3　模型求解

最优控制模型的求解方法 , 常用的有古典变分 、 极大值原理 , 动态规划和各类数值求解法 , 它们
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各有特点 。其中动态规划方法是把多级寻优转为单级寻优 , 化难为易。本文用之按逆向求解法求解多

步决策过程的人工用材林最优密度控制模型 。

设进行3次决策 , 即 2次疏伐和 1次主伐 , 则

(1)对 i=m=3 , J ＊1 =max
u
3

{V3+J
＊
0 }。因为是主伐 , u3=N3-n3=0 , J ＊0 =0 , V3=M3 , 故 u

＊
3

=0。相应的最优性能指标为:J ＊1 =M3=A3N3+B3N
c
3 。

(2)对 i=2 , J ＊2 =max
u
2

{V2+J
＊
1 }

=max
u
2

{A2N2+B2N
c
2-A2u2-B2u

c
2+A3N3+B3N

c
3}

=max
u
2

{A2N2+B2N
c
2-A2u2-B2u

c
2+A3u2+B3u

c
2}。

在 {}中对 u2 求一阶导数 , 并令之为 0 , 求得 u2的最优值为:

u
＊
2 ={(A2-A3)/ [ c (B3-B2)] }

1/(c-1)。

相应的最优性能指标:J
＊
2 =A2N2+B2N

c
2+ΔM

＊
2 , 3。

(3)对 i=i , J ＊3 =max
u
1

{V1+J
＊
2 }

=max
u
1

{A1N1+B1N
c
1-A1u1-B1u

c
1+A2N2+B2N

c
2+ΔM

＊
2 , 3}

=max
u
1

{A1N1+B1N
c
1-A1u1-B1u

c
1+A1u1+B 1u

c
1+ΔM

＊
2 , 3}

在 {}中对 u1 求一阶导数并令之为0 , 求得 u1 的最优值为:

u
＊
1 ={(A1-A2)/ [ c (B2-B1)] }

1/(c-1)。

相应的最优性能指标:J ＊3 =A1N1+B1N
c
1+ΔM

＊
1 , 2+ΔM

＊
2 ,3 。

一般 , 设进行 m 次决策 , 即 m -1次疏伐 , 1次主伐 , 对其中的第 i次决策 , 最优控制变量值:

u
＊
1 ={(A1-Ai+1)/ [ c (B i+1-B1)] }

1/(c-1)
。 (11)

相应的最优性能指标:

J
＊
m-(i-1)=AiN i+B iN

c
i+ΔΜ

＊
i , i+1+ΔΜ

＊
i+1 , i+2+Λ+ΔΜ

＊
m-1 ,m 。 (12)

(11)式即本文构建推导的人工用材林最优密度控制模型 , 其中 Ai 和B i按 (3)和 (4)式表达:

Ai=A (Hi), (3
′
)

B i=B (Hi)。 (4′)

4　模型应用

以贵州省马尾松人工林为例 , 对模型进行示范性应用 。

4.1　验证线型

用贵州大学农学院林学系教师在贵州省马尾松分布区收集的508块人工用材林标准地资料进行分

析 , 结果显示 , 林分蓄积随立木密度的增大而上升 , 但当立木密度大到一定程度时 , 蓄积随密度的增

大有下降趋势。因此 , 可以认为贵州马尾松人工用材林的蓄积与密度的关系服从抛物线型关系 , 可用

模型 (11)确定其最优密度 。

4.2　确定常数 c 值

在密度效应模型中 , 令 c 取不同的值 , 拟合于同一套数据 , 根据拟合效果确定适宜的 c 值。用贵

州龙里林场3次重复 5个处理的马尾松密度试验资料 (温佐吾教授提供)确定的 c 值与相关系数如表

1。查相关系数检验表 , r0.05=0.88 , r0.01=0.96 , 将之衡量表 1中相关系数 , 结果表明 , 除 c=3.00

外 , 其余的相关系数均达显著性水平 , 其中 c =1.2 , 1.50 , 1.75 的相关系数达极显著性水平 , 适宜

的 c 值为 15。
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表 1　c 值与相关系数
Table 1　c value and related coeffi cient

模型参数 (c) 相关系数 (r) 模型参数 (c) 相关系数 (r)

0.50 0.91 2.00 0.96

1.10 0.96 2.10 0.96

1.25 0.97 2.50 0.94

1.50 0.97 3.00 0.44

1.75 0.97

表 2　最优林分密度
Table 2　The optimal stand density

疏伐年龄/ a
地位指数/m

13 14 15 16 17

9 4 473 3 900 3 422 3 029 2 690

14 2 339 2 019 1 759 1 547 1 366

19 1 522 1 308 1 135 994 875

4.3　确定模型参数

以1 m 树高级 , 将 508块标准地资料

按林分优势木平均高分为 14组 , 最低组

H=8 m , 最高组 H=21 m 。用 c=1.5的

密度效应模型对各组数据进行拟合 。将拟

合结果作散点图分析 , 结果表明 , 模型参

数 A 和-B 随优势高H 的变化规律都呈

“J” 形曲线趋势 。在常见的一元函数中 ,

最适合这种 “J” 形曲线的是幂函数 。因

此 , 用幂函数拟合 A , -B 与H 的关系:

　　　　　　　　　　　　　　　　　A=a1H
a
2; (3

″
)

　　　　　　　　　　　　　　　　　B =-b1H
b
2 。 (4″)

将其拟合结果和 c=1.5一起代入 (11), 得贵州省马尾松人工用材林最优密度控制模型为:

u
＊
i = {a1 (H

a
2i+1-H

a
2i)/ [ 1.5b1 (H

b
2i+1-H

b
2i ]}

2 (13)

式中:u
＊
i 为第 i 次疏伐后的最优保留密度 (株·hm-2);Hi 为第 i 次疏伐时的林分优势木平均高

(m)。模型参数拟合结果为:a1=5.546 8×10-5 , a2=3.133 274 818 , r=0.983 7 , 相关极显著;b1=

5.635 2×10
-8
, b2=4.096 610 185 , r=0.980 8 , 相关极显著 。

4.4　计算最优林分密度

用模型 (13)计算不同地位指数级各次疏伐时的最优保留密度 , 结果如表 2。在计算过程中 , 用

以下模型计算各次疏伐时的林分优势木平均高:

Ht=c0+c1SI
c
2 [ 1-exp (-c3)]

c
4 。 (14)

式中:t为林分年龄 (a);Ht 为 t 年的林分优势木平均高 (m);SI 为地位指数 (m);模型参数为:

c0=1.64 , c1=0.859 896 114 , c2=1.182 253 , c3=0.088 140 , c4=2.383 937 979。

模型 (14)的拟合数据与模型 (13)的拟合数据属同一套资料 。

5　结果分析与问题讨论

模型应用结果表明 , 贵州省马尾松人工用材林的蓄积随立木株数密度的增大而增大 , 但当立木株

数密度增到一定程度时 , 林分蓄积有下降的趋势 , 故可用模型 (11)来确定其经营密度。在应用模型

时 , 要作线型验证工作 , 否则 , 就有错用模型的可能 。

密度效应式 (1)(2)中的幂常数 c 具有一定的适宜取值范围 。就本文所用的资料而言 , 适宜的

取值范围为1.1 ～ 2.1。对于同一套数据 , 模型参数 A ,B 随 c 值不同而异。表 1结果表明 , c =2并非

拟合效果最优者 , 但 c =2对应的模型较简单 , 它是本文模型的一个特例 。

表2结果表明 , 用最优密度控制模型确定的最优林分保留密度随林分年龄的增大而递减 , 这符合

人工用材林的生长发育规律 , 因为年龄较大的林分 , 林木冠幅较大 , 需要较大的营养空间 , 只有保留

较少的株数 , 才有利于林木的生长 。同时表明 , 随地位指数的增大 , 林分保留密度也递减 , 这也符合

林木生长规律 , 因为对于相同的疏伐间隔期 , 立

地条件较好的林分 , 生长较快 , 应保留较少的株

数 , 以免林分生长过早地受到抑制 。其他研究者

应用文献 [ 4] 模型的结果[ 5～ 8] , 也具有同样的

规律 。

中等立地条件下的抚育间伐试验研究
[ 10]
表

明 , 对 4 500 ～ 6 750株·hm-2的马尾松人工林在

6 ～ 10 a进行第 1次间伐时 , 以保留 3 000 ～ 3 750
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株·hm-2为宜。中等立地条件下的密度试验研究[ 11] 表明 , 主伐株数以 1 200株·hm-2左右为宜 。表 2

所列的最优保留密度与这些试验结果吻合。

本文模型除与文献 [ 4] 模型一样具有疏伐间隔期可变的特点外 , 还具有可变幂次数 c 的特点。

因此 , 本模型除在生产上应用较方便外 , 适应性比文献 [ 4] 模型强 , 可依具体的人工用材林确定适

宜的 c 值。另外 , 在模型假设中 , 先将模型参变量 A与B 与优势高H的关系表达为一般的函数形式 ,

在具体应用中 , 再由实际数据确定其具体形式 , 这比文献 [ 4] 更为灵活和实用。应用研究者可根据

具体情况 , 寻找最适合的参变量方程 , 不一定都得用幂函数。

根据前人的研究 , 林分产量与密度的关系 , 从本质上说 , 可观察到的有 2种类型 , 一种是抛物线

型 , 一种是渐近线型 。在抛物线型中 , 随密度的增大 , 当产量达到最大值以后 , 接着就出现下降 。在

渐近线型中 , 产量曲线向一渐近线逼近 。本文最优密度控制模型基于抛物线型的密度效应模型。关于

渐近线型的最优密度控制问题 , 有待进一步研究 。
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Optimal density control model of planted timber forests

HUANG Jia-rong
(Department of Forestry , Agricultural College , Guizhou University , Guiyang 550025 , Guizhou , China)

Abstract:Regarding the parabola density effect model as presupposition , in accordance with the growing traits of

the planted timber forests , the paper finds density control model by optimal control method and finds the solution

with dynamic programming.The model has the characteristics with variable power times , stronger adaptability ,

mobile thinning interval and convenient use.The model is used in masson pine planted timber forests in Guizhou

Province.The outcome shows that the computing results tall with the growing law of the planted timber forests , and

accord with practical experiment.

Key words:optimal control;dynamic programming;mobile interval planted timber forests;stand density
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