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一类树的最小正根

徐光辉

(浙江林学院基础部 , 浙江临安 311300)

摘要:设 K
q
1 , q为K1 , q的q个悬挂点各接出 1条悬挂边而得的2q+1阶树 , 又若 T 是

边独立数为 q的 2q+1阶树 , 则 q≥2时有:①λq(T)≤λq (K
q
1 , q), 等号成立当且

仅当 T  Kq
1 , q;②λq(K

q
1 , q)=1。另外 , 对一般边独立数为 q 的 n 阶树 , 提出了 1

个类似的猜想。图 2参 4
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设 G是n 个顶点的简单图 , 其邻接阵为 A 。G的特征多项式P(G;λ)就是 A的特征多

项式 , 即 P(G , λ)=det(λΙ-A), 并简记为 P (G)。 G的特征值可按大小顺序排列为λ1

(G)≥λ2(G)≥…≥λn (G)。现设 T 是边独立数为q的n 阶树 , 则 λq(T)为其最小正根 。特

别地 , 若 n =2q , 则 T 为具有完美匹配的 2q 阶树 , 对此情形文献[ 1]证明了:λq (T)≥λq

(p2q), 等号成立当且仅当 T P2q ;而文献[ 2]得到结论:λq (T)≤λq(T
＊), 等号成立当且

仅当 T  T＊。这里 T
＊是由路 pq 的每个顶点各接出一条悬挂边而得的 2q阶树;对边独立数

为 q 的 2q+1阶树的最小正根 , 文献[ 3]证明了 λq (T)≥λq(P
1
2q), 等号成立当且仅当 T  

P
1
2q 。这里 P

1
2q为P2q的一个邻悬挂点上引出一条新悬挂边而得的 2q+1阶树。本文将研究在

此情形下其最小正根的上界。首先记 K
q
1 , q为K1 , q的 q 个悬挂点各接出一条悬挂边而得的树 ,

如图 1所示 。

1　引理

首先 , 我们给出以下引理 。

引理 1　设 V′为简单图G的顶点集V(G)的子集 ,  V(G) =n ,  V′ =k , G-V′为G



图 1　K
q
1 , q

Figure 1　K q
1 , q

中去掉V′中所有顶点及关联边而得的子图 , 则

λi(G)≥λi(G-V′)≥λi+k(G)　　(1≤i≤n-k)。

证明　见文献[ 4] 。

引理 2　λq(K
q
1 , q)=1　　(q≥2)。

证明　Kq
1 , q如图 1所示 , 则由引理 1可知

λq(K
q
1 , q-u)≤λq(K

q
1 , q)≤λq-1(K

q
1 , q-u)。

又 λq-1(K
q
1 , q-u)=λq(K

q
1 , q-u)=1 。故必有

λq(K
q
1 , q)=1。

引理 3　设 T 是边独立数为q的 2q+1 阶树 , q≥4。若 T  K
q
1 , q , 则必存在一点 u ∈ V

(T), 使得 T-u=T1 ∪K1;这里 T1 是边独立数为 q-1的2q-1阶树且 T1 K
q-1
1 , q-1 。

证明:首先 T 必有一个邻悬挂点 , 设为 u , 使 d(u)=2 , 则 T -u=T 1∪K1且 T1 是边

独立数为 q-1的 2q-1阶树 。下面考虑树 T1:

(1)若 T1 K
q-1
1 , q-1 , 则引理已得证。

(2)若 T1 K
q-1
1 , q-1 , 则 T 必为如图 2 所示的树之一 。此时只要另取一邻悬挂点 v , d

(v)=2。

图 2　T
Figure 2　T

点u 与 v 的位置如图 2所示 , 则 T -v =

T′1 ∪K1 , 显然 T′1 仍是边独立数为 q -1的

2q-1阶树 , 又由于 q≥4 , 因而此时必有 T′1

 K
q-1
1 , q-1 。从而此引理也成立。

引理4　设 T 是边独立数为q 的2q+1阶

树 , q≥2 , 若 T  Kq
1 , q , 则 λq(T)<1。

证明　对 q 用归纳法 。

当2≤q <4 时 , 由文献[ 4] 可知结论成

立。

现设 q<s时结论成立(s≥4)。则对于 q=s , 由引理3 , 存在一点 u ∈V(T), 使得 T-

u=T1 ∪K1 , 其中 T1 是边独立数为 s-1的 2s-1阶树且 T1 K
s-1
1 , s-1 。又由引理 1可知

λs(T)≤λs-1(T-u)。

而由假设可知

λs-1(T -u)=λs-1(T1)<1。

故 λs(T)<1。

2　结论

利用引理 2和引理4可得以下结果 。

定理　设 T 是边独立数为q的 2q+1阶树 , q≥2 , 则

(1)λq(T)≤λq(K
q
1 , q)=1。

等号成立当且仅当 T  K
q
1 , q 。

(2)λq(K
q
1 , q)=1。
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证明　由引理 2知结论(2)成立。又由引理 4 , 当 T Kq
1 , q时 , λq(T)<1 , 故必有

λq(T)<λq (K
q
1 , q)

从而结论(1)也成立。定理得证 。

顺便指出 , 当 q=1时 , 只有唯一的一棵树即路 P 3 , 且 λ1(P3)= 2。

3　猜想

对边独立数为 q的n 阶树 , n ≥2q +1。首先设 n -q-1=kq +r , 0≤r ≤q;并且记

K
n-q-1
1 , q 为K1 , q中的r 个悬挂点都分别接出 k+1条悬挂边 , 而另外 q-r个悬挂点都分别接出

k 条悬挂边而得的n 阶树。则有如下猜想:

猜想　若 T 是边独立数为q的n 阶树 , 并且 n≥2q+1 , 则

λq(T)≤λq(K
n-q-1
1 , q )。

另外 , 不难看出 , 当 0≤r≤q-1时 , 必有

λq(K
n-q-1
1 , q )= k 。

而 r=q-1时 , 则有

k ≤λq(K
n-q-1
1 , q )≤ k +1 。
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On smallest positive eigenvalues of a kind of tree

XU Guang-hui

(Basic Course Division , Zhejiang Forestry College , Linan 311300 , China)

Abstract:Let Kq
1 , q be a tree on 2q+1 vertices from K1 , q by joining a new end-vertex to each vertex

with degree one of K1 , q.In this paper , the following results are obtained:if T is a tree on 2q +1

vertices with the edge independence number q , when q≥2 , λq (T)≤λq (K
q
1 , q), and the equality

holds if and only if T Kq
1 , q , λq (K

q
1 , q)=1.Furthermore , a similar conjecture is given for the tree

on n vertices with edge independence number q.
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