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一类含 2个离步点的并行多步混合方法

李光辉 , 李　洪
(浙江林学院信息工程与基础科学系 , 浙江临安 311300)

摘要:构造了一类能用 3个处理器并行实现的含 2个离步点的多步混合方法 , 重点讨论了这

类方法的稳定性 、相容性及收敛性 。参 5
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刚性问题在自然界和工程技术领域常常遇到 , 例如生态平衡问题 、森林发育过程 、化学反应过

程 、 热核反应和飞行器运动等等。在用计算机求解时 , 往往归结为大规模的刚性微分方程组 。近 20 a

来 , 该问题的并行算法研究随着超级并行计算机的发展 , 更是引起了国内外众多学者的兴趣 。

我们考虑 m 维的刚性系统

y′= f(t , y(t)), t ∈ [ a ,b] ,

y(a)=η, η∈ R
m
。

(1)

这里 m ≥1 , a <b , f:[ a ,b] ×R
m
※R

m
是给定充分光滑的映射 , 且满足 Lipschitz条件

‖ f(t , y)-f(t , z)‖ ≤L ‖y -z ‖ , y , z ∈ R
m
,

其中 ‖·‖表示空间 R
m
中任意给定的一种范数 , L 称为 Lipschitz常数 。

本文构造了求解问题 (1)的一类含 2个离步点的并行多步混合方法 , 该类方法能用 3个处理器

并行实现 , 并能有效提高计算精度 。

1　方法的构造

我们构造求解问题 (1)的如下形式的多步混合方法:

　　　

yn+k =∑
k-1

j=0
αjyn+j +hβkf(tn+k , yn+k)+hβνf(tn+ν, yn+ν)+hβμf(t n+μ , yn+μ),

yn+ν=∑
k-2

j=-1
α
(1)
j yn+j +hβ

＊
νf(tn+ν, yn+ν),

yn+μ=∑
k-2

j=-1
α
(2)
j yn+j +hβ

＊
μf(tn+μ, yn+μ)。

(2a)

(2b)

(2c)

这里恒设 βk , βν, βμ, β
＊
ν ≠0 ,且 ν, μ≠0 ,1 ,2 , …… , k 。显然 ,方法(2)中含 2个离步点信息 yn+ν与

yμ+μ。若令:

Y
(n)
=[ y

T

n+k , y
T

n+ν, y
T

n+μ]
T
,

y
(n)
=[ y

T

n , y
T

n+1 , …, y
T

n+k ]
T
,



ξn = yn+k , β =[ 0 , … ,0 ,1] ∈ R
k+1
,

F(tn ,Y
(n)
)=[ f(tn+k , yn+k)

T
, f(tn+ν, yn+ν)

T
, f(tn+μ, yn+μ)

T
]
T
,

那么方法(2)可写成一般线性方法的形式:

Y
(n)
=hC11F(tn ,Y

(n)
)+C12 y

(n-1)
,

y
(n)
=hC21F(tn ,Y

(n)
)+C22 y

(n-1)
,

ξn =βy
(n)
。

(3)

其中:

C11 =

βk βν βμ

0 β
＊
ν 0

0 0 βμ
＊

, C12 =

0 α0 α1 … αk-2 αk-1

α
(1)
-1 α0

(1)
α
(1)
1 … α

(1)
k-2 0

α
(2)
-1 α0

(2)
α1
(2)

… α
(2)
k-2 0

,

C21 =

0 0 0

  

0 0 0

βk βν βμ

∈ R
(k+1)×3

, C22 =

0 1 0 … 0 0

0 0 1 … 0 0

… … … … … …

0 0 0 … 0 1

0 α0 α1 … αk-2 αk-1

∈ R
(k+1)×(k+1)

。

2　方法的稳定性 、 相容性及收敛性

为了讨论方便 , 我们首先引入 2个重要概念:对角稳定和级阶。

定义 1　

称方法 (3)是对角稳定的 , 若存在对角矩阵 D >0 , 使得

C
T
11D +DC11 >0。

定义 2　

称方法 (3)的级阶为 p ,如果 p是具有下面性质的最大非负整数:对任给的初值问题 (1)及任

给的步长 h ∈ (0 , h1), 有以下不等式成立:

‖ Δ
h
(t)‖ ≤d1 h

p+1
, ‖δ

h
(t)‖ ≤d2 h

p+1
, ‖σ

h
(t)‖ ≤d3 h

p
。

这里 h1 >0 , 且要求当 h ∈(0 , h1)时 , 所有涉及的时间节点均不越出积分区间 [ a ,b] ,每个 d i(i =1 ,

2 ,3)仅依赖于方法及某些导数界Mi ;Δ
h
(t), δ

h
(t), σ

h
(t)由下面方程确定:

Y(t)=hC11F(t ,Y(t))+C12H(t -h)+Δ
h
(t),

H(t)=hC21F(t ,Y(t))+C22H(t -h)+δ
h
(t),

y(t +kh)=βH(t)+σ
h
(t)。

(4)

定理 1　

当 βk , β
＊
ν , β

＊
μ >0时 , 方法 (3)是对角稳定的 。

证明　

只须取常数 d1 , d2 满足

4d 1 βkβ
＊
ν >βν

2
,

d2 β
＊
μ(4d1 βkβ

＊
ν -β

2
ν)>d1 β

＊
νβ

2
μ,

令 D =diag(1 , d1 , d2)>0时 ,因 βk , β
＊
ν , β

＊
μ >0 ,矩阵

DC11 +C
T
11D =

2βk βν βμ

βν 2d1 β
＊
ν 0

βμ 0 2d2 β
＊
μ

,
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显然是正定的 , 故方法 (3)对角稳定。

定理 2　

当方法 (3)的系数满足条件

∑
k-1

j=0
αj =1 , ∑

k-2

j=-1
αj
(1)
=1 , ∑

k-2

j=-1
αj
(2)
=1 ,

∑
k-1

j=0
j
p
αj +pk

p-1
βk +pν

p-1
βν+pμ

p-1
βμ=k

p
, p =1 ,2 , … , k ,

∑
k-2

j=-1
j
p
αj
(1)
+pν

p-1
β
＊
ν =ν

p
, p =1 ,2 , … , k ,

∑
k-2

j=-1
j
p
αj
(2)
+pμ

p-1
β
＊
μ =μ

p
, p =1 ,2 , …, k

(5)

时 , 该方法的级阶为 k 。

证明　

将 Y(tn)=[ y(tn +kh)
T
, y(t n +νh)

T
, y(tn +μh)

T
]
T
, H(tn)=[ y(tn)T , y(tn +h)

T
, …, y(tn +

kh)
T
]
T
分别代入 (4), 并作 Taylor展开 , 可算出

Δ
h

1(tn)=O(h
k+1
), Δ

h

2(tn)=O(h
k+1
), Δ

h

3(tn)=O(h
k+1
),

δ
h

i(tn)=0 , i =1 ,2 , …, k , δ
h

k+1(tn)= Δ
h

1(tn)=O(h
k+1
),

σ
h
(tn)=0。

这里 , Δ
h
i(t n)(i =1 ,2 ,3)表示 Δ

h
(tn)的各个分量 , δ

h
i(tn)(i =1 ,2 , … , k +1)则表示 δ

h
(t n)的各个分

量。因此有

‖ Δ
h
(tn)‖ ≤d1 h

k+1
, |δ

h
(tn)‖ ≤d2 h

k+1
, ‖σ

h
(tn)‖ =0 ,

其中:d1 , d2 仅依赖于方法及其真解 y(t)的某些导数界 ,从而推出方法(3)的级阶为 k 。

在下文中 , 我们用方法 (3) ～ (5)表示满足条件 (5)的方法 (3)。

推论 1　

方法 (3) ～ (5)是 k 阶B -相容的 。

推论 2　

如果多项式 det(λI -C22)=λ(λ
k
-αk-1λ

k-1
-…-α1λ-α0)满足根条件 (即所有特征根的模不

超过 1 , 模为 1的特征根为单根), 那么方法 (3) ～ (5)是 k 阶经典收敛的 。

以上推论的证明及有关概念可参见文献[ 2] 。

3　方法的实现

对任意给定的 ν, βν, μ, βμ, 容易证明 , 只要

det

1 1 1 … 1 1

-1 1 2 … k -2 2ν

(-1)
2

1
2

2
2

… (k -2)
2

3
2
ν

… … … … … …

(-1)
k-1

1
k-1

2
k-1

kν
k-1

(k -2)
k-1

k
k-1
ν

≠0 ,

就可从方程 (5)中唯一解出方法 (2)的其余系数。因此方法 (2) ～ (5)可以看成一族含有 4个自

由参数 ν, βν , μ, βμ的 k +1步 k 阶混合方法 (这里方法 (2)与方法 (3)是等价的)。该方法的级阶为

k , 这对提高数值求解刚性问题的精度十分有利 。

该算法族的另一优点是可用 3个处理器并行实现。事实上 , 当已获得背后值 yn , yn+1 , …, yn+k-1及

2个离步点信息 yn+ν与yn+μ时 , 可用 1个处理器通过方程 (2a)计算 y n+k , 同时用另 2个处理器分别通

过方程 (2b)和 (2c)右移一步计算 yn+ν+1 与 yn+μ+1 。3个并行的计算进程如下:
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yn+k =∑
k-1

j=0
αjyn+j +hβk f(tn+k , y n+k)+hβνf(t n+ν, yn+ν)+hβμf(tn+μ, yn+μ),

yn+ν+1 =∑
k-1

j=0
α
(1)
j-1 yn+j +hβ

＊
νf(tn+ν+1 , yn+ν+1),

yn+μ+1 =∑
k-1

j=0
α
(2)
j-1 yn+j +hβμ

＊
f(tn+μ+1 , yn+μ+1)。

显然 , 这里每个处理器仅须求解 1个含 m 个未知数的非线性方程组 , 这和用 BDF 方法进行求解

时每一积分步的计算量是一样的。因此可以预期 , 在并行环境下使用方法 (2) ～ (5)将具有和使用

BDF方法大体上相同的计算速度 。为了获得稳定性尽可能好的方法类 , 对于自由参数 ν, βν, μ, βμ, 我

们可以运用优化软件 , 通过计算机全面搜索 。具体衡量指标是方法稳定域的大小 , 稳定程度和 stiff参

数等 。此外 , 还应该通过数值试验来检验所获得的方法类 。
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A class of parallel multistep hybrid methods

with two off-step points

LI Guang-hui , LI Hong
(Department of Information Engineering and Basic Science , Zhejiang Forestry College , Linan 311300 , Zhejiang , China)

Abstract:A class of multistep hybrid methods is constructed.These methods can be carried out by three

processors.The stability , consistency and convergence properities of these methods are discussed.

Key words:stiff differential equations;parallel algorithms;multistep methods;hybrid methods
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