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摘　要　讨论了自回归模型的预测误差的方差估计问题 , 给出了详细的递推计算公

式 , 并给出了平稳序列与非平稳序列的例子各 1个。
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1　关于模型

自回归的预测误差的方差估计问题 , 文献 [1]与 [2]都作过一些介绍 , 但除了 [2 ]给

出了一阶自回归的具体计算式子外 , 没有给出任意阶的可供计算的具体式子及具体步骤。 本

文给出多步预测的方差递推计算式子。本文只讨论标量模型。设带输入项的自回归模型为:

yt = a0 + a1yt- 1+ … + ap yt- p + b0xt + b1xt- 1 + … + bqx t- q + Xt ( 1)

序列 {yt }可以是平稳的 ,也可以是非平稳的 , {xt }为确定性的输入变量 ;Xt为白噪声 , E (X
2
t ) =

e(常数 ) , E (Xi  Xj ) = 0( i≠ j ) ; ai ( i = 0, 1… , p )和 bi ( i = 0, 1,… ,q)为已知常数 ; p为模型的

阶。在以下的讨论中 ,假定参数是真值而非估计值 ,即假定它们的方差与协方差均为 0。

这里不限制序列 { yt }为平稳的 ,是因为在实际应用中 ,对于具有趋势性的非平稳序列 ,直

接用自回归模型拟合 ,建立预测模型是可行的。其优点是简便实用。它保留了原始观察数据所

包含的信息 ,如果进行差分 ,会带来一定的信息损失。但是由于模型是非平稳的 ,所得到的预测

曲线是发散的 ,所以只适宜进行短期预测 ,用以进行长期预测则效果不佳 [1, 3 ]。

为简单起见 ,令 X t = ∑
q

j= 0

bixt - j ,则 ( 1)可改写为

yt = a0 + a1 yt- 1 + a2yt- 2 + … + ap yt- p + X t + Xt ( 2)

2　计算式子推导

设目前时间为 t - 1,即目前有观测值 yt- 1 , yt - 2 ,… , yt - p。, yt , yt+ 1… ,未知。设 r+ 1为向前



预测的步数 ,即从目前时间 t - 1到 t+ r , r = 0, 1, 2,… 。用 yt- 1 ,yt- 2 ,… ,yt- p预测 yt+ r ,其误差

是Xt ,Xt+ 1 ,… ,Xt+ r的某种积累 ,显然它是Xt ,Xt+ 1 ,… ,Xt+ r的线性组合。设

yt+ r = c0r + c1r yt- 1 + c2r yt - 2+ … + cpr yt- p + Ur +

　　　　 (d0 ,d1 , d2 ,… ,dr ) (Xt+ r ,Xt+ r ,… ,Xt+ 1 ,Xt )
T ( 3)

c0r ,c1r ,… ,cpr为可通过原模型的参数计算得到的参数 ,Ur为输入变量 X t ,X t+ 1 ,… , X t+ r的组

合 ,d0 ,d1 ,… , dr也为可计算得到的参数。据 ( 3)有

yt+ r- m = c0( r- m ) + c1( r- m ) yt- 1 + c2( r- m ) yt- 2 + … + cp ( r- m ) yt- p + Ur- m +

　　　　 (d0 , d1 ,… ,d r- m ) (Xt+ r- m ,Xt+ r- m- 1 ,… ,Xt+ 1 ,Xt ) T

m = 1, 2,… , r

( 4)

而据 ( 2)有

yt+ r = a0 + a1 yt+ r- 1+ a2yt+ r- 2… + … + ap yt+ r- p + X t+ r+ Xt+ r ( 5)

将 ( 4)代入 ( 5) ,经整理 ,可得下列递推式子:

c0r = a0 + a1c0( r- 1) + a2c0(r- 2) + … + ap c0(r- p )

c0( - 1) = c0(- 2) = … = c0( - p ) = 0
( 6)

a1r = a1c1(r- 1) + a2c1( r- 2) + … + apc1( r- p )

a2r = a1c2(r- 1) + a2c2( r- 2) + … + apc2( r- p )

…

cpr = a1cp( r- 1) + a2cp( r- 2) + … + ap cp ( r- p )

ci ( - j) =
1当 i = j , i , j = 1, 2,… , p

0其他

　　 ( 7)

dr = a1dr- 1 + a2dr- 2+ … + ap dr- p

d0 = 1,d- 1 = d- 2 = … = d- p = 0
　　　　 ( 8)

Ur = a1Ur- 1 + a2Ur- 2 + … + apUr- p + X t+ r

U- 1 = U- 2 = … + U- p = 0
( 9)

( 9)也可写成

Ur = ( d0 ,d1 ,d2 ,… , dr ) (X t+ r ,X t+ r- 1 ,… ,X t ) T ( 9)

其中 d i ( i = 0, 1,… , r )由 ( 8)式确定。

令

er = (d0 ,d1 ,… , dr ) (Xt+ r ,Xt+ r- 1 ,… ,Xt+ 1 ,Xt ) T

则 ( 3)可写成

y
^
t+ r = c0r+ c1r yt- 1 + c2r yt- 2 + … + cpr yt- p + Ur + er ( 10)

yt+ r的估计值 yt+ r为

y
^
t+ r = c0r + c1r yt- 1+ c2r yt- 2 + … + cpr yt - p + Ur ( 11)

y
^
t+ r作为 yt+ r的估计值 ,其方差为 D ( y

^
t+ r - yt+ r ) ,并根据参数真值已知的假定 ,有

D ( y
^
t+ r - yt+ r ) = D (er ) = (d2

0 + d
2
1 + … + d

2
r )e2 ( 12)

( 12)式即为向前预测 r+ 1步时的误差的方差的估计式 ,它与 ( 8)式一起组成方差的递推计算

公式。要指出的是 ,在实际中 ,模型参数一般是估计值 ,带有误差 ,尤其在小样本情况下 ,所以实
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际预测误差的方差要比用 ( 12)式算得的数值大
[ 2]

。 yt+ r的估计区间为

y
^

t+ r ± Uasr ( 13)

其中 sr为标准差

sr = (d
2
0 + d

2
1 + … + d

2
r )

1 /2
e ( 14)

ua为正态分布的双侧分位数。

3　例子

原始数据引自文献 [4 ] , 是一株紫果云杉解析木的树高 ( H ) 生长数据。原始数据见表

1中的第 2、 3列。 例子分为平稳序列与非平稳序列。

表 1　例 1拟合数据范围内的计算结果
Tab le 1　 Resul t w ithin the f it ting data range for example 1

t 年龄 Ht H
^
t+ 0 Xt r H

^
3+ r er sr

1 10 1. 41

2 20 2. 49

3 30 3. 50 3. 506 3 - 0. 006 3 0 3. 506 3 - 0. 006 3 1. 134 4

4 40 4. 50 4. 444 6 0. 055 4 1 4. 456 9 0. 043 1 2. 483 6

5 50 5. 57 5. 430 0 0. 140 0 2 5. 340 1 0. 229 9 4. 068 4

6 60 6. 90 6. 561 4 0. 338 6 3 6. 154 6 0. 745 4 5. 826 6

7 70 10. 30 8. 132 4 2. 167 6 4 6. 899 7 3. 400 3 7. 713 1

8 80 15. 30 13. 487 2 1. 812 8 5 7. 574 9 7. 725 1 9. 692 6

9 90 19. 70 19. 986 3 - 0. 286 3 6 8. 180 1 11. 519 9 11. 736 1

10 100 23. 30 23. 792 7 - 0. 492 7 7 8. 715 5 14. 584 5 13. 819 2

11 110 27. 96 26. 612 5 1. 347 5 8 9. 181 9 18. 778 1 15. 921 2

12 120 31. 30 32. 258 9 - 0. 958 9 9 9. 580 1 21. 719 9 18. 023 8

13 130 34. 30 34. 324 7 - 0. 024 7 10 9. 911 4 24. 388 6 20. 111 1

14 140 36. 50 36. 985 8 - 0. 485 8 11 10. 177 3 26. 322 7 22. 169 1

15 150 38. 18 38. 412 7 - 0. 232 7 12 10. 379 5 27. 800 5 24. 185 8

16 160 41. 39 39. 588 9 1. 801 1 13 10. 520 1 30. 869 9 26. 150 4

17 170 41. 85 44. 240 3 - 2. 390 3 14 10. 601 3 31. 248 7 28. 053 7

18 180 42. 31 42. 078 3 0. 231 7 15 10. 625 4 31. 684 6 29. 887 8

19 190 42. 77 42. 536 0 0. 234 0 16 40. 595 1 32. 174 9 31. 646 1

20 200 43. 22 42. 993 7 0. 226 3 17 10. 513 1 32. 706 9 33. 323 1

3. 1　非平稳序列的例子 (例 1)

树高值明显随年龄的增大而增大 ,所以树高序列是一典型的非平稳序列。设其模型为

Ht = a1Ht- 1+ a2Ht- 2 + Xt ( 15)

即 p = 2, 不带输入项 , 不带常数项。拟合结果为 a1 = 1. 947 598,a2 = - 0. 952 614,

e= 1. 134 410。其他计算结果见表 1和表 2。表 1是为了与实测值比较 ,在拟合数据范围内进

行计算。H
^

t+ 0一列是令 r = 0进行预测 ,即每次预测时 ,都用实测值作为自变量 ,而不用预测值

作为自变量 ,其值与实测值拟合得很好 ,Xt为其相应的误差。H
^

3+ r则是令 r从 0一直到 17,只根

据 H1 = 1. 41和 H2 = 2. 49这 2个实测值一直预测到 H
^

20 ,er为其相应的误差 , sr为其相应的

标准差。很明显 ,er与 sr随 r的增大而迅速增大。对于 ( 15)式而言 ,最初几个 d值为
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d0 = 1

d1 = a1

d2 = a
2
1 - a2

d3 = a
3
1 + 2a1a2

d4 = a
4
1 + 3a2

1a2+ a
2
2

为 了观察拟合数据范围之外 ,其预测值的变化情况 ,令 r从 0到 17,根据最后 2个实测值

H19 = 42. 77和 H20 = 43. 22,一直预测到 H
^

38 ( H
^

21+ 17 ) ,结果见表 2。误差 er无法计算 ,标准差

sr同表 1,因为 sr只与 r有关 ,而与起点无关。从 H
^

21+ r可看出 ,预测值愈来愈偏离客观实际 ,因

为预测值越来越小。这显然与树高随年龄增大而增大的规律相违背。但如取 uT= 2,根据 ( 13)

式算得的估计区间 ,根据树高的生长规律 ,实际值还不会跑出这个区间。由此可看出 ,这样计算

的标准差还是符合实际的。

表 2　例 1拟合数据范围外的计算结果
Table 2　 Resul t wi th out th e fi tt ing data rang e for example 1

r 0 1 2 3 4 5 6 7 8

21+ r 21 22 23 24 25 26 27 28 29

H
^

21+ r 43. 431 9 43. 415 9 43. 182 9 42. 744 2 42. 112 0 41. 298 5 40. 316 4 39. 178 7 37. 898 3

r 9 10 11 12 13 14 15 16 17

21+ r 30 31 32 33 34 35 36 37 38

H
^

21+ r 36. 488 4 34. 962 4 33. 333 3 31. 614 1 29. 817 8 27. 957 2 26. 044 5 24. 091 8 22. 110 7

3. 2　平稳序列的例子 (例 2)

据 [5 ] ,将树高值减去其趋势项 ,得平稳序列 ,即

yt = Ht - H ( t ) ( 16)

这里取 H ( t )为

H ( t ) = c0 ( 1 - e- c
1
(t 10) c

2 ) ( 17)

c0 = 47. 779 80,c1 = 0. 021 661 1,c2 = 5. 663 95, t  10即为年龄。新的序列 yt显然是平稳的 ,

每处的期望值均为 0。与例 1一样 ,分拟合数据范围内与拟合数据范围外 2种情况进行计算。设

其模型同 ( 15) ,即

yt = a1yt- 1+ a2yt- 2 + Xt ( 18)

a1 = 1. 016 905,a2 = - 0. 414 086,e= 0. 700 84。拟合范围内的计算结果见表 3。

y
^
t+ 0与表 1中的 H

^
t+ 0的算法相同 ,y

^
3+ r与 H

^
3+ r的算法相同。y

^
3+ r的绝对值呈下降的趋势 ,

sr呈上升趋势。拟合数据范围外的计算结果见表 4。y
^

21+ r的绝对值也呈下降趋势。当序列平稳

时 ,当 r趋向无穷时 ,预测值趋向于序列的期望值
[2 ]

。本例 yt的期望值为 0,所以预测值趋向于

0。
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表 3　例 2拟合数据范围内的计算结果
Tab le 3　 Resul t w ithin the f it ting data range for example 2

t y t y
^
t+ 0 Xt r y

^
3+ r er sr

1 1. 405 5

2 2. 361 8

3 2. 770 8 1. 819 7 0. 951 1 0 1. 819 7 0. 951 1 0. 700 8

4 2. 325 2 1. 839 6 0. 485 5 1 0. 872 5 1. 452 7 0. 999 6

5 0. 972 6 1. 217 1 - 0. 244 5 2 0. 133 7 0. 838 9 1. 089 9

6 - 0. 975 1 0. 026 2 - 1. 001 4 3 - 0. 225 3 - 0. 749 8 1. 099 8

7 - 1. 437 2 - 1. 394 4 - 0. 042 8 4 - 0. 284 5 - 1. 152 7 1. 100 2

8 - 0. 576 4 - 1. 057 7 0. 481 3 5 - 0. 196 0 - 0. 380 4 1. 104 0

9 - 0. 323 0 0. 009 0 - 0. 332 0 6 - 0. 081 5 - 0. 241 5 1. 106 9

10 - 0. 676 3 - 0. 089 8 - 0. 586 5 7 - 0. 001 7 - 0. 674 6 1. 107 9

11 0. 352 0 - 0. 554 0 0. 906 0 8 0. 032 0 0. 320 0 1. 107 9

12 0. 448 8 0. 638 0 - 0. 189 2 9 0. 033 3 0. 415 5 1. 107 9

13 0. 614 8 0. 310 6 0. 304 2 10 0. 020 6 0. 594 3 1. 108 0

14 0. 380 0 0. 439 4 - 0. 059 4 11 0. 007 1 0. 372 8 1. 108 0

15 - 0. 004 3 0. 131 8 - 0. 136 2 12 - 0. 001 3 - 0. 003 1 1. 108 0

16 1. 473 6 - 0. 161 8 1. 635 4 13 - 0. 004 2 1. 477 8 1. 108 0

17 0. 492 3 1. 500 3 - 1. 008 0 14 - 0. 003 8 0. 496 1 1. 108 0

18 - 0. 239 2 - 0. 109 6 - 0. 129 6 15 - 0. 002 1 - 0. 237 1 1. 108 0

19 - 0. 759 0 - 0. 447 1 - 0. 312 0 16 - 0. 000 6 - 0. 758 4 1. 108 0

20 - 1. 111 5 - 0. 672 8 - 0. 438 7 17 0. 000 3 - 1. 111 8 1. 108 0

表 4　例 2拟合数据范围外的计算结果
Table 4　 Resul t wi th out th e fi tt ing data rang e for example 2

r 0 1 2 3 4 5 6 7 8

21+ r 21 22 23 24 25 26 27 28 29

y^ 21+ r - 0. 816 0 - 0. 369 5 - 0. 037 9 0. 114 5 0. 132 1 0. 086 9 0. 033 7 - 0. 001 7 - 0. 015 7

r 9 10 11 12 13 14 15 16 17

21+ r 30 31 32 33 34 35 36 37 38

y^ 21+ r - 0. 015 3 - 0. 009 0 - 0. 002 8 0. 000 8 0. 002 0 0. 001 7 0. 000 9 0. 000 2 - 0. 000 2

　　从这 2个例子可以进一步看出 ,当预测时期较长时 ,对于平稳序列来说 ,预测值趋向于期

望值 ,太长期的预测将失去意义 ,但预测的结果还不至于出现太荒唐的情况 ,而对于非平稳序

列来说 ,长期预测时 ,还可能出现荒唐的结果。无论哪种情况 ,方差总随预测步数的增大而单调

增大 ,至于是否有界 ,有待进一步研究。总之 ,对于自回归模型来说 ,不能作太长期的预测 ,尤其

是非平稳序列的自回归模型。可以根据计算的标准差 sr计算预测精度 ,当预测精度小到一定程

度时 ,就该停止预测。另外还要指出 ,对于平稳序列来说 ,若其期望 E ( yt ) = _ ≠ 0,则模型中不

应省略常数项 ,若省略了常数项 ,则应限制 a1 + a2+ … + ap = 1,因为

yt = a0 + a1 yt- 1 + … + ap yt- p + Xt

两边取期望 ,有
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_ = a0 + a1_ + … + ap_

即

_ =
a0

1 - (a1+ … + ap )

若省去常数项 a0 ,相当于 a0 = 0,而又不限制 a1+ … + ap = 1,这时有_ = 0,这与序列的期望

不为 0的事实矛盾。
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