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摘要:应用灰色 GM (1 , 1)模式理论与方法 , 建立了临安市大气二氧化硫质量浓度的灰色

残差预测方程 x (t+1)=-0.107 432 e
-0.095 872 t

+0.123 917 , 并进行了预测。预测结果与实

测值的相对误差绝对值介于 0.56%～ 14.51%之间 , 预测结果后验比与小误差概率分别为

0.280 2和 1.0。表明模型与实测值拟合程度好 , 达到了较高精度。表 3参 10
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灰色模型简称GM模型 , 是以灰色模块为基础 , 以微分拟合法而建成的模型
[ 1]
。灰色 GM (1 , 1)

预测模型已广泛应用于生物 、 生态和环保等领域 , 该模型充分应用数学的语言和工具 , 对部分现实的

信息加以归纳 , 找出因素本身或因素之间的数学关系 , 从而了解系统的动态行为和发展趋势
[ 2]
。区域

生态环境问题中 , 酸沉降对森林生态系统危害极为严重
[ 3 ,4]
, 现以 GM (1 , 1)模型对浙江省临安市大

气中二氧化硫质量浓度进行预测 , 为改善和定量估算本地区生态环境质量 , 促进生态经济的可持续发

展提供科学依据 。

1　建模机理

灰色系统着重研究概率统计和模糊数学所不能解决的 “小样本贫信息不确定” 问题 , 并依据信息

覆盖 , 通过序列生成寻求现实规律 , 其特点是 “少数据建模”。与模糊数学不同的是 , 灰色系统理论

着重研究 “外延明确 , 内涵不明确” 的对象
[ 5]
, 并遵循 2条基本原理 , 一是信息不完全原理 , 二是过

程唯一原理
[ 3]
。灰色模型按照5步建模思想构建 , 通过灰色生成或序列算子的作用弱化随机性 , 挖掘

潜在的规律 , 经过灰色差分方程之间的互换实现了利用离散的数学序列建立连续的动态微分方程 。灰

色预测是基于GM模型作出的定量预测。一般GM模型是以时间数列 X
(m)
在时间数据平面上的连续曲

线或逼近曲线与时间轴所围成的区域模块为基础 , 以微分拟合法而建成的模型
[ 6]
。在 GM (n , h)模

型中 , 当 h≥3时 , 所建GM模型不能作预测用 , 只能用于分析因子间的相互关系 。作预测用的 GM

模型一般为 GM (n , 1)模型 , 其中最重要的同时也是在实际中应用最多的是 GM (1 , 1)模型
[ 1]
。

概括地说 , GM模型具有以下特点:①建模所需的信息较少 , 通常只要有 4个以上数据即可建模;②

不必知道原始数据分布的先验特征 , 对无规或服从任何分布的任意光滑离散的原始序列 , 通过有限次



的生成即可转化成有规序列;③建模的精度较高 , 可保护原系统的特征 , 能较好地反映系统的实际情

况。

2　材料与方法

2.1　材料来源

原始数据来源于浙江省临安市环境监测大气质量 10 a 数据汇总平均值。

2.2　GM (1 , 1)模型的建立

2.2.1　GM (1 , n)数学方法概述
[ 7]
　设一阶 n 个变量的微分方程:

dx1
(1)

dt
+ax1

(1)
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n-1

i=1
bix

(1)
i+1 。

记系数向量 a = [ a , b1 , b2 , … , bn-1 ]
T
, U =∑

n-1

I =1
biX 用最小二乘法对 a 求解:

a
 = [ X(A , B)

T
X (A , B)]

-1
X (A , B)

T
·Y n 。

其中:X (A , B)= [ (AB] 为分块矩阵 , A为累差行成矩阵;B 为累加生成矩阵。
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对于GM(1 , 1)模型 , n=1 , 则 A=0;只有 B 矩阵。Yn =[ a
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] , 解出向量 a

 = [ a , u]
T
后 , 代入微分方程得解:
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)(0)-(u/ a)e

-at
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。

令 x
(10)
(0)=x

(0)
(1);则GM (1 , 1)模型的时间函数为:

x
 (1)(t+1)= [ x

(0)
(1)-u/ a] e

-at
+u/ a 。

2.2.2　计算步骤
[ 8]

(1)数据处理 , 给出下列原始数据序列 {x
(1)
(i)}, (i=1 , 2 , Λ, n)。有相应的 1次累加生成

序列 {x
(1)
(i)}, (i =1 , 2 , Λ, n), x

(1)
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i

k=1
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。

(3)求
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(4)求微分方程的时间函数:x
(1)
(t+1) = [ x

(0)
(1)-u/ a] e

-at
+u/ a 。

(5)用模型求生成数的回代计算值 x
(1)
:{x

(1)
(i)}, (i=1 , 2 , Λ, n)。

(6)求原始数据还原值 x
 (0)(i):x

 (0)(i)=x
(1)
(i)-x

(1)
(i-1), (i=1 , 2 , Λ, n)。

(7)求残差值ε
(0)
及相对误差 q:ε(0)(i)=x

(0)
(i)-x 

(0)
(i), q=ε

(0)
(i)/ x

(0)
(i)×100%。

(8)计算模型还原数据列 {x 
(0)
(i)}与原始数列 {x

(0)
(i)}的关联度 S 。

2.2.3　进行后验差检验
[ 8]
　求原始数据列的均值:x
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=
1
n
∑
n
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X
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方差:S
2
2=∑

n

k=1
〔ε
(0)
(k)-ε

(0)
〕
2
, S2 =

S
2
2

n-1
。预测结果后验化:C=S2/S1 。小误差概率:P =

{ ε
(0)
(k)-ε

(0)
 <0.674 5　S1}。根据经验 , 一般可按表 1划精度等级。

表 1　GM (1 , 1)模型的预测精度等级
Table 1　Prediction preci sion trank

预测精度 P C 计算机打印符号

好 >0.95 <0.35 GOOD

合格 >0.80 <0.50 QUALIFIED

勉强 >0.70 <0.65 IUST

不合格 ≤0.70 ≥0.65 BELOW THEMARK

　　如果 q , P , C 都在允许范围之内 , 则可计算预测

值。如果不在允许范围之内 , 则需进行残差修正 。

2.2.4　残差GM (1 , 1)建模
[ 9]
　求原始序列和模型计

算值之间的残差:ε
(0)
(i)=x

(0)
(i)-x 

(0)
(i)。同上

可求得:ε 
(0)
(i)。修正后得:x

 1 (i)=x
 (0)(i)+ε 

(0)

(i)。

检验精度是否达到要求 , 如未达到 , 可重复进行残

差建模 , 直到达到要求。此时原始序列计算值为:

x 
(0)
(i)+∑

r

i=1
ε
(0)
i (i)。

表 2　临安大气二氧化硫质量浓度实测值
Table 2　Sulfur dioxide content of atmosphere is Linan

年份
二氧化硫质量

浓度/ (mg·m-3)
年份

二氧化硫质量

浓度/ (mg·m-3)

1991 0.059 1996 0.071

1992 0.094 1997 0.083

1993 0.102 1998 0.088

1994 0.088 1999 0.033

1995 0.089

3　结果与分析

根据临安市环境监测结果 , 将大气中二氧化硫质

量浓度原始数据按年份顺序整理成表 2。通过灰色

GM (1 , 1)模型的分析方法 , 对其未来进行预测 ,

经执行 GM (1 , 1)模型
[ 10]
分析功能 , 初步结果显

示 , 后验差检验精度尚未达到要求 , 必须进行 2次灰

色残差建模分析 。当第 2次灰色残差序列分析时 , 后

验差检验 C<0.35 , P >0.95 , 因此 , 可认为此灰色

残差模型是可靠的 , 可用于灰色预测分析 。模型参数值及其计算结果为:a =0.095 872 , b=0.011

880 , x (t+1)=-0.107 432 e
-0.095 872 t

+0.123 917。从对 1992年至 1999年临安市大气中二氧化硫质

表 3　灰色残差序例建模分析结果
Table 3　Analysis result of grey remnant sequence

样本
观察值/

(mg·m-3)

拟合值/

(mg·m-3)

ε/

(mg·m-3)
q/ %

X (2) 0.094 0.092 7 0.001 3 1.35

X (3) 0.102 0.100 4 0.001 6 1.55

X (4) 0.088 0.089 0 -0.001 0 -1.09

X (5) 0.089 0.088 5 0.000 5 0.56

X (6) 0.071 0.077 7 -0.006 7 -9.41

X (7) 0.083 0.088 7 -0.005 7 -6.86

X (8) 0.088 0.075 2 0.012 8 14.51

X (9) 0.033 0.035 4 -0.002 5 -7.40

量浓度回测验证 , 实测和预测值相对差绝对值 , 介

于0.56%～ 14.51%之间 , 实测和预测值的吻合程

度较高 。从表 3 分析可以看出 , 2000年至 2003 年

临安市大气中二氧化硫质量浓度分别为 0.066 37

mg·m
-3
, 0.068 98 mg·m

-3
, 0.073 58 mg·m

-3
和

0.080 56 mg·m
-3
, 其预测结果后验比 C 和小误差

概率P 分别为 0.280 2和 1.0。

4　小结

应用灰色残差GM (1 , 1)模型对临安市大气

中二氧化碳浓度进行预测 , 预测结果后验比和小误
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差概率都达到了检测精度等级 “好” 的标准 , 可以用灰色残差GM (1 , 1)模型预测。
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Abstract:By the theory and method of GM (1 , 1)model , the grey remnant equation x(t+1)=-0.107 432

e
-0.095 872 t

+0.123 917 was established to predict SO2 content of atmosphere in Linan City.Absolute value of

relative error between prediction and observant values was about 0.56%to 14.51%, testifying ratio after prediction

was 0.280 2 , and small error probability was 1.0.The results show that the model corresponds more to practicality

and attains high precision.Grey model prediction method is easy to use and have common and conductive

significance to construct ecological environment in future.

Key words:remnant GM (1 , 1);testifying ratio after prediction;environmental pollution;sulfur dioxide
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