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摘要:将 3个非线性物理方程组通过近似约化 , 转化为一类无散射的偏微分方程组 , 然后通

过变换 , 化为一阶拟线性双曲型方程。利用拟线性双曲型方程的解 , 得到无散射偏微分方程

组的精确解 。参 6
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变换是研究和求解偏微分方程的重要工具。随着非线性学科的发展 , 到现在为止 , 已经提出了许

多著名的变换 , 有逆散射变换
[ 1]
, Cole-hofe变换 , BäckLund变换

[ 2]
, Darboux 变换

[ 3]
等等 。变换可以将

一个方程的求解问题转化为另一个方程的求解问题 , 利用已知方程的解便可获得所求方程的解。例如

逆散射变换将KdV方程与量子力学中的Schrodinger 方程的特征值问题联系起来 , 导出了 KdV方程初

值问题解 , 依赖于线性积分方程 , 得到了许多结果。逆散射变换非常像线性问题的 Fourier变换方法 ,

所以有人称之为非线性的 Fourier 变换 。Cole-hofe 变换将空气动力学研究中出现的 Burgers方程化成了

线性热传导方程 , 利用热传导方程各种定解问题的解及其性质 , 就可得到 Burgers方程的准确解。笔

者将 3个非线性物理方程组通过近似约化 , 转化为一类无散射的偏微分方程组 , 然后通过变换 , 化为

一阶拟线性双曲型方程 , 利用拟线性双曲型方程的解 , 得到无散射的偏微分方程组的精确解 。

1　无散射的偏微分方程组[ 4]

设偏微分方程组:

ut =F (u , ux , …v , vx , …), vt =G (u , ux , … , v , vx , …)。 (1)

这里 F 和G是实函数 。我们引进新的独立变量 T 和X , 其中 T=εt , X =εx , 这里 ε是一个小参数。

则偏导数项可以写成: / t=ε / T ,  / x =ε / X 。把它代入 (1), 取 ε的一次项 , 就得到无散射

的偏微分方程组 。为了方便 , 我们把得到的无散射偏微分方程组的变量仍记为 t 和 x 。

2　一阶拟线性双曲型方程及其特征线解法

设一阶拟线性双曲型方程的一般形式为:

u t -k (u)ux =0。 (2)

取 (x , t)平面上的特征线 C , 并且 C上每点的斜率为:d x
dt
=-k (u)。则 u (x , t)沿着特征线



C对 t 的全导数为:
du
dt
=ut +ux·

dx
dt
。从而可得

du
dt
=0 ,

d x
dt
=-k (u)。由

du
dt
=0知 , u 在C 上为常

数。设 u=ζ, 则
dx
dt =-k (u)就变为

d x
dt =-k (ζ), 积分得 x=-k (ζ) t +c , 其中 c 为积分常

数。设 c= (ζ), 再把 ζ用u 代替 , 得:

x =-k (u) t+ (u)。 (3)

(3)式就是方程 (2)的隐式解 , 这里的  是任意函数。

3　无散射偏微分方程组与一阶拟线性双曲型方程之间的变换和精确解

3.1　Boussinesq方程组
[ 5]

ut +uux +vx +suxx =0 , vt + (uv)x +rvxx +puxxx =0。

根据前面定义 , 可得无散射的 Boussinesq方程组为:

u t +uux +vx =0 , vt +(uv)x =0。 (4)

令 v =f (u), 代入 (4)式得:

u t +uux +f′(u)ux =0 , f′(u)u t +uxf (u)+uf′(u)ux =0。 (5)

从上面 2式中消去 u t , 得到 f′(u) =± f (u)。这是一阶可分离变量的常微分方程 , 求得它的解

为 f (u)=
(u+c)

2

4
, 其中 c 为积分常数。把它代入 (5)式 , 得到:

ut +
3u+c

2
ux =0。 (6)

所以无散射的 Boussinesq方程组 (4)经过变换:v =
(u+c)

2

4
, 约化为一阶拟线性双曲型方程 (6),

根据 (2)和 (6)得:k (u)= -
3u+c

2
, 把它代入 (3)式 , 可得方程组 (4)的解为 x=

3u+c
2

t

+ (u), v =
(u+c)

2

4
。

3.2　Drinfeld-Sokolov-Wilson方程组
[ 5]

ut +pvvx =0 , vt +qvxxx +2puvx -puxv =0。

根据前面定义 , 可得无散射的 Drinfeld-Sokolov-Wilson方程组为:

u t +pvvx =0 , vt +2puvx -puxv=0。 (7)

令 v =f (u), 代入 (7)得:

u t +pf (u) f′(u)ux =0 , f′(u)u t +2puf′(u)ux -puxf (u)=0。 (8)

从上面 2式中消去 ut , 得:f (u) f′
2
(u) -2uf′(u)+f (u) =0。应用二次求根公式有 f′(u)

=
u± u

2
-f

2
(u)

f (u) 。这是一阶齐次常微分方程 , 求得它的解为:f (u)=± 2cu-c
2
, 其中 c 为

积分常数 。将它代入 (8)式 , 得到:

u t +pcux =0 。 (9)

所以无散射的 Drinfeld-Sokolov-Wilson方程组 (7)经过变换:v =± 2cu-c
2
, 约化为一阶拟线性双

曲型方程 (9)。根据 (2)和 (9)得:k (u)=-pc 。将它代入 (3)式 , 得到方程组 (7)的解为 x

=pct+ (u), v= 2cu-c
2
。

3.3　一般 Hirota-Satsuma耦合 KdV方程组
[ 6]

u t =
1
2 uxxx -3uux +3 (vw)x , vt =-vxxx +3uvx , wt =-wxxx +3uwx ,
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根据前面的定义 , 可得无散射的Hirota-Satsuma耦合KdV方程组为:

u t =-3uux +3 (vw)x , vt =3uv x , wt =3uw x 。 (10)

令 v =f (u), w=g (u)代入 (10)得:

u t =-3uux +3 (f (u)g (u))′ux , f′(u)ut =3uf′(u)ux , g′(u)ut =3ug′(u)ux 。(11)

从上面 3式中消去 ut , 得:(f (u)g (u))′=2u , 两边积分可得 f (u)g (u)=u
2
+c , 其中 c 为

积分常数 。根据 (11)式得:

u t =3uux 。 (12)

所以无散射的Hirota-Satsuma耦合KdV方程组经过变换:v=f (u), w=g (u), f (u)g (u)=u
2

+c , 约化为一阶拟线性双曲型方程 (12)。根据 (2)和 (12)得:k (u) =3u 。将它代入 (3)式 ,

得到方程组 (10)的解为:

x=-3ut+ (u), v =f (u), w=g (u), f (u)g (u)=u
2
+c 。

4　结论

本文求得了 3个无散射偏微分方程组的精确解 。从求解过程可以看出 , 这种方法也可用于其他的

某些非线性偏微分方程组 。
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Transformations of dispersionless partial differential

equations and exact solutions
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Abstract:By approximate reduction , three nonlinear physical equations are changed into a kind of dispersionless

partial differential equations which are converted into the first order quasilinear hyperbolic equation via

transformations.The exact solutions of dispersionless partial differential equations can be obtained by using the

solutions of quasilinear hyperbolic equation.
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